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Streszczenie

W artykule konstruujemy model DSGE wyposa»ony w mechanizm poszukiwa« i
dopasowa« na rynku pracy w duchu Mortensena i Pissaridesa (1994) i Merz (1995).
Implementujemy w nim endogeniczn¡ destrukcj¦ miejsc pracy oraz przepªywy w
obr¦bie zatrudnienia. W odró»nieniu od innych autorów, którzy zajmowali si¦ t¡
problematyk¡ w obr¦bie metodologii DSGE nie posªugujemy si¦ jednak zde�nio-
wan¡ na sko«czonym zbiorze dyskretnym heterogeniczno±ci¡ ex-ante, lecz ci¡gª¡
heterogeniczno±ci¡ ex-post dopuszczaj¡c idiosynkratyczne szoki produktywno±ci do-
tykaj¡ce osoby pracuj¡ce oraz nowo podejmuj¡ce prac¦. Zaprezentowana metoda
integruje aproksymacj¦ rozkªadów prawdopodobie«stwa wielomianami Chebysheva
i kwadraturow¡ metod¦ obliczania warto±ci caªek oznaczonych, z metodologi¡ per-
turbacyjn¡ Judda (1993) rozwi¡zywania modeli DSGE. Pozwala nam ona na znaczne
rozszerzenie zakresu zastosowa« modeli DSGE, a przez to tworzenie bardziej reali-
stycznych modeli gospodarki uwzgl¦dniaj¡cych np. obserwowane w rzeczywisto±ci
ró»nice w indywidualnych dochodach czy wielko±ci przedsi¦biorstw. Ilustrujemy ten
potencjaª na przykªadzie analizy rozkªadu wynagrodze« w gospodarce, dyskutuj¡c
jednocze±nie wªasno±ci cykliczne gªównych modelowanych agregatów. Zaprezento-
wana metoda budowy i rozwi¡zywania silnie heterogenicznych modeli DSGE jest
potencjalnie bardzo u»yteczna w wielu obszarach ekonomii, poniewa» pozwala unik-
n¡¢ tzw. przekle«stwa du»ego wymiaru, ograniczaj¡cego zakres zastosowa« metod
opartych o iteracj¦ funkcji warto±ci typowo wykorzystywanych w analizach uwzgl¦d-
niaj¡cych szoki idiosynkratyczne.

JEL classi�cation: C63, C78, E24; E32, J64
Keywords: DSGE, on-the-job search, endogenous destruction, labor market fric-
tions, heterogenous macroeconomic models, perturbation method

∗Instytut Bada« Strukturalnych, marek.antosiewicz@ibs.org.pl
†Instytut Bada« Strukturalnych i Szkoªa Gªówna Handlowa, maciej.bukowski@ibs.org.pl
‡Instytut Bada« Strukturalnych, pawel.kowal@ibs.org.pl

2



1 Wprowadzenie

W trakcie ostatnich trzech dekad teoria makroekonomii zostaªa zdominowana przez
metodologi¦ realnego cyklu koniunkturalnego (RBC) i wywodz¡ce si¦ z niej dy-
namiczne stochastyczne modele równowagi ogólnej (DSGE). W typowym modelu
DSGE cz¦±¢ zaªo»e« neoklasycznego modelu wzrostu Kydlanda i Prescotta (1982)
mówi¡cych o doskonale elastycznych cenach, pªacach i rynkach zostaje uchylona,
przez co gospodarka zachowuje si¦ w sposób suboptymalny tworz¡c przestrze« dla
interwencji publicznej. Jednym z obszarów niedoskonaªo±ci rynkowych wª¡czonych
do programu DSGE po raz pierwszy przez Merz (1995) oraz Andolfatto (1996), s¡
frykcje na rynku pracy tªumacz¡ce jednoczesne wspóªwyst¦powanie w gospodarce
niezapeªnionych wakatów i bezrobocia. Struktury teoretycznej dostarczyª mecha-
nizm poszukiwa« i dopasowa« na rynku pracy zaproponowany w postaci modelu
równowagi cz¦±ciowej przez Mortensena i Pissaridesa (1994). Na przestrzeni lat mo-
dele Merz i Andolfatto byªy mody�kowane przez ró»nych autorów, którzy starali
si¦ inkorporowa¢ w ich struktur¦ dodatkowe mechanizmy ekonomiczne, w tym te
jakie rozwa»amy w niniejszym artykule - endogeniczn¡ destrukcj¦ miejsc pracy w
�rmach (por. van Roye i Wesselbaum (2009)) i zmienianie zatrudnienia przez osoby
pracuj¡ce (ang. on-the-job search, por. Krause i Lubik (2006)).

W równolegªym nurcie literatury modele z frykcjami na rynku pracy konstru-
uje si¦ w równowadze cz¦±ciowej zakªadaj¡cej zwykle, w ±lad za oryginaln¡ prac¡
Mortensena i Pissaridesa, egzogeniczny poziom wybranych zmiennych modelu np.
stóp procentowych czy bezrobocia. W pracach z tego nurtu wprowadza si¦ cz¦sto
tak»e dodatkowe ograniczenia modelowanej struktury gospodarczej w postaci np.
rezygnacji z wyboru mi¦dzy czasem wolnym a prac¡ po stronie konsumenta lub z
obecno±ci kapitaªu w funkcji produkcji. Dzi¦ki tym uproszczeniom redukuje si¦ liczb¦
zmiennych stanu w modelu, co umo»liwia numeryczne wyznaczenie postaci funkcji
warto±ci osoby pracuj¡cej, bezrobotnej czy �rmy. Pozwalaj¡ one tak»e na przyj¦cie
zaªo»enia o idiosynkratycznym charakterze cz¦±ci szoków dotykaj¡cych gospodark¦ i
analizowanie silnej heterogeniczno±ci ex-post podmiotów gospodaruj¡cych. W zbu-
dowanych w ten sposób modelach takich autorów jak Hornstein et al. (2006) czy
Hertweck (2010) mo»liwe jest analizowanie implikacji ró»nych postaci mechanizmu
poszukiwa« i dopasowa« na rynku pracy dla rozkªadów wynagrodze« osób o tych
samych obserwowanych statystykach (ang. frictional wage dispersion), ró»ni¡cych
si¦ mi¦dzy sob¡ indywidualn¡ histori¡ szoków w okresie zatrudnienia.

Rozwi¡zywane metod¡ perturbacyjn¡ modele DSGE nie daj¡ bezpo±rednio takiej
mo»liwo±ci gdy» tworz¡ce je problemy optymalizacyjne musz¡ zawiera¢ równania w
postaci stricte rekurencyjnej, w której warto±¢ danej zmiennej w chwili t jest de�nio-
wana przez wielko±ci znane w tym okresie i warto±¢ oczekiwan¡ sko«czonego zbioru
zmiennych z okresu nast¦pnego. Oznacza to, »e uwzgl¦dnianie zaburze« dotykaj¡-
cych niezale»nie od siebie ró»ne jednostki mo»liwe jest w modelach DSGE jedynie
w wypadku problemów, które maj¡ reprezentacj¦ bezpo±redni¡ (tj. wyra»on¡ expli-
cite równaniem wi¡»¡cym zmienne z okresu bie»¡cego i przeszªo±ci) lub rekuren-
cyjn¡. Zaw¦»a to spektrum mo»liwo±ci do relatywnie ograniczonego zbioru przypad-
ków takich jak np. kontrakty cenowe zaproponowane przez Calvo (1983). W wielu
zagadnieniach wymagaj¡cych uwzgl¦dniania heterogeniczno±ci ex-post gospodarstw
domowych lub �rm nie jest jednak mo»liwe zde�niowanie odpowiednich problemów
decyzyjnych w sposób jednocze±nie wiarygodny ekonomicznie i umo»liwiaj¡cy ich
redukcj¦ do formy rekurencyjnej. W rezultacie musz¡ by¢ one albo wykluczone
z horyzontu zainteresowania modeli DSGE, albo potraktowane w sposób uprosz-
czony np. poprzez szczególn¡ specy�kacj¦ procesów stochastycznych wbudowanych
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w model. Dotyczy to w szczególno±ci, b¦d¡cych przedmiotem tej pracy, proble-
mów modelowania przepªywów zatrudnienie-zatrudnienie i endogenizacji destrukcji
miejsc pracy w �rmach. W ich wypadku uwzgl¦dnienie idiosynkratycznych zaburze«
zmieniaj¡cych cechy zawartych w przeszªo±ci kontraktów zatrudnieniowych wydaje
si¦ by¢ naturalnym mechanizmem ekonomicznym skªaniaj¡cym cz¦±¢ pracowników
do szukania nowego zatrudnienia, a cz¦±¢ pracodawców do zwalniania z ró»n¡ inten-
sywno±ci¡ w ró»nych fazach cyklu koniunkturalnego. Wedle naszej najlepszej wiedzy
wszyscy autorzy zajmuj¡cy si¦ do tej pory modelowaniem endogenicznej destrukcji
lub on-the-job search, w obr¦bie metodologii DSGE, aby móc wyznaczy¢ rozwi¡za-
nie swoich modeli wprowadzali do nich odpowiednio silne zaªo»enia uproszczaj¡ce. I
tak np. wyst¦puj¡ce w modelu van Roye'a i Wesselbauma (2009) idiosynkratyczne
procesy stochastyczne steruj¡ce indywidualn¡ produktywno±ci¡ s¡ procesami bez
pami¦ci o rozkªadzie lognormalnym. Umo»liwia to analityczne obliczenie warto±ci
oczekiwanych niezb¦dnych do uzyskania zamkni¦tych, rekurencyjnych formuª w pro-
blemach decyzyjnych pracowników i �rm, a t¡ drog¡ wyznaczenie rozwi¡zania per-
turbacyjnego w modelu. Z kolei, Krause i Lubik (2006) w modelu implementuj¡cym
przepªywy zatrudnienie - zatrudnienie uciekaj¡ si¦ do wprowadzenia uproszczonego
podziaªu na dobre i zªe sektory gospodarki, dzi¦ki któremu zarówno bezrobotni maj¡
motywacj¦ do podejmowania pracy w przedsi¦biorstwach oferuj¡cych ni»sze pªace,
jak i ich pracownicy szukaj¡ jej nadal licz¡c na zatrudnienie w sektorze o wy»szych
wynagrodzeniach. Modeluj¡ wi¦c oni mechanizmu on-the-job search poprzez rozwa-
»anie sztucznej heterogeniczno±ci ex-ante.

W niniejszym artykule wskazujemy jak rozszerzy¢ zakres stosowalno±ci modeli
DSGE o mo»liwo±¢ analizowania nietrywialnej heterogeniczno±ci ex-post podmiotów
gospodaruj¡cych. W tym celu konstruujemy w ±lad za Merz (1995) model realnego
cyklu koniunkturalnego wyposa»ony w dodatkowe frykcje na rynku pracy zgodne z
modelem poszukiwa« i dopasowa« i symetrycznymi negocjacjami pªacowymi typu
Nasha (1953). Podobnie jak w innych modelach tego typu podstawow¡ grup¡ osób
poszukuj¡cych pracy s¡ osoby bezrobotne, których cz¦±¢ znajduje j¡ napotykaj¡c nie-
zapeªniony wakat w �rmie i podejmuj¡c negocjacje pªacowe. W chwili zawarcia kon-
traktu ujawniany jest losowy poziom produktywno±ci, który w nast¦pnych okresach
mo»e podlega¢ mody�kacji w ±lad za zmieniaj¡c¡ si¦ indywidualn¡ produktywno±ci¡
pracownika na danym stanowisku pracy. Dopuszczamy by w modelowanej gospo-
darce, obok agregatowych szoków technologicznych, wyst¦powaªy idiosynkratyczne
zaburzenia zmieniaj¡ce efektywno±¢ pracy poszczególnych osób. Jej poziom ewoluuje
przy tym w zgodzie z geometrycznym procesem bª¡dzenia losowego, tak, »e u cz¦±ci
zatrudnionych dochodzi z czasem do wzrostu, a u cz¦±ci do spadku wydajno±ci w
porównaniu z odnotowan¡ w chwili zawarcia kontraktu. Jednostki których produk-
tywno±¢ spadnie poni»ej pewnego, okre±lanego endogenicznie, poziomu progowego
s¡ zwalniane przez �rmy. Jednocze±nie pracuj¡cy, którzy zmieni¡ pracodawc¦ mog¡
liczy¢ na wzrost wªasnej produktywno±ci w wi¦kszym stopniu ni» gdyby pozostawali
na starym miejscu pracy. Skªania to cz¦±¢ z nich do podj¦cia wysiªku poszukiwania
nowego zatrudnienia jeszcze w czasie obowi¡zywania dotychczasowego kontraktu.
Oznacza to, »e w modelu wyst¦puje zarówno endogeniczna destrukcja miejsc pracy
jak i mechanizm on-the-job search, co jest wedle naszej wiedzy pierwsz¡ tak¡ prób¡
w wypadku modeli równowagi ogólnej. Drug¡ cech¡ wyró»niaj¡c¡ prezentowany
model od innych znanych nam z literatury modeli DSGE jest uwzgl¦dnienie w nim
nietrywialnej heterogeniczno±ci ex-post osób pracuj¡cych pod wzgl¦dem poziomu
ich produktywno±ci, a co za tym idzie tak»e ci¡gªego poziomu pªac. Zagadnienie to
rozpatrywane byªo przez Hornsteina et al. (2006) oraz Hertwecka (2010), których
modele s¡ jednak zaw¦»one do rynku pracy i przyjmuj¡ wiele daleko id¡cych uprosz-
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cze« niezb¦dnych do wyznaczenia rozwi¡zania. Hornstein et al. (2006) zakªadaj¡
np. »e umowy o prac¦ s¡ jednookresowe a pªace pracowników s¡ losowane z jed-
nakowego, znanego z góry rozkªadu w ka»dym okresie przy egzogenicznym koszcie
alternatywnym w postaci stopy procentowej. Z kolei Hertweck przyjmuje m.in. bar-
dzo uproszczon¡ posta¢ funkcji produkcji, a co za tym idzie brak zwi¡zku mi¦dzy
zatrudnieniem a poziomem produktu i konsumpcji. Jednocze±nie w jego modelu
produktywno±¢ ka»dego pracownika jest staªa przez caªy okres trwania kontraktu.

W niniejszym artykule pokazujemy, »e nie jest konieczne uciekanie si¦ do tych
uproszcze« tj. mo»liwe jest analizowanie dynamicznych, stochastyczych modeli rów-
nowagi ogólnej z bogat¡ struktur¡ niedoskonaªo±ci rynkowych, a jednocze±nie wypo-
sa»onych w nietrywialn¡ heterogenizacj¦ ex-post podmiotów ekonomicznych. Pro-
ponujemy sposób pokonania dwóch podstawowych barier jakie utrudniaj¡ uwzgl¦d-
nianie szoków idiosynkratycznych w ramach metodologii DSGE. Pierwsz¡ z nich jest
konieczno±¢ wyznaczenia warunkowych warto±ci oczekiwanych zªo»onych wyra»e« al-
gebraicznych przy niestandardowych rozkªadach prawdopodobie«stwa. Drug¡ ci¡gªy
charakter przestrzeni na której okre±lone s¡ odpowiednie funkcje warto±ci i polityki
tj. np. niewyst¦powanie w modelu jednej pªacy tylko peªnego rozkªadu wynagrodze«
osób o ró»nych indywidualnych poziomach produktywno±ci. Gªówn¡ ide¡ algorytmu
jest odpowiednie aproksymowanie wszystkich zale»nych od idiosynkratycznych za-
burze« funkcji wyst¦puj¡cych w modelu i numeryczne obliczenie ich warto±ci ocze-
kiwanych wzgl¦dem odpowiednich rozkªadów prawdopodobie«stwa. Pozwala to na
zredukowanie równa« de�niuj¡cych odpowiednie problemy decyzyjne do sko«czonego
zbioru zmiennych losowych, a tym samym umo»liwia rozwi¡zanie caªego modelu kla-
syczn¡ metod¡ perturbacyjn¡ Judda (1993). Pierwszym krokiem zaproponowanego
algorytmu jest aproksymacja wielomianami Chebysheva funkcji zale»nych od indywi-
dualnego poziomu produktywno±ci pracowników. Dotyczy to w szczególno±ci relacji
mi¦dzy indywidualnym wynagrodzeniem a produktywno±ci¡, a tak»e relacji mi¦dzy
produktywno±ci¡ a liczb¡ ofert pracy wysyªanych przez osoby zatrudnione. Aprok-
symowane s¡ tak»e funkcje warto±ci dla �rmy i (po±rednio) pracownika oraz rozkªady
prawdopodobie«stwa wyst¦puj¡ce w modelu. Wagi aproksymacji wyznaczane s¡ me-
tod¡ kolokacji z w¦zªami Gaussa-Lobatto. Drug¡ skªadow¡ zastosowanego algorytmu
jest numeryczne caªkowanie metod¡ kwadraturow¡ Clenshaw-Curtis'a zastosowane
do wyznaczenia warto±ci oczekiwanych wyst¦puj¡cych w problemach decyzyjnych
�rmy i zatrudnionego oraz negocjacjach pªacowych.

Od strony empirycznej artykuª wpisuje si¦ w dyskusj¦ wokóª potencjaªu modeli
poszukiwa« i dopasowa« do odzwierciedlenia podstawowych wªasno±ci cyklicznych
rynku pracy. Jak zaobserwowali m.in. Hall (2005) i Shimer (2005) klasyczny model
Mortensena i Pissaridesa (1994) spisuje si¦ pod tym wzgl¦dem ¹le, generuj¡c zarówno
bardzo nisk¡ wariancj¦ stopy bezrobocia oraz wakatów, jak i ich dodatni¡ wzajemn¡
korelacj¦. Nie jest on wi¦c w stanie wytªumaczy¢ takich obserwacji jak ujemnie
nachylona krzywa Beveridge'a oraz du»a zmienno±¢ wspóªczynnika zwarto±ci rynku
pracy. Podstawow¡ przyczyn¡ tych sªabo±ci podstawowego modelu poszukiwa« i
dopasowa« jest to, »e �rmy konfrontuj¡c si¦ ze ograniczon¡ liczb¡ poszukuj¡cych
zatrudnienia osób bezrobotnych maj¡ niewielk¡ zach¦t¦ do otwierania du»ej liczby
wakatów w odpowiedzi na pozytywny szok technologiczny. Spodziewaj¡ si¦ bowiem,
»e zwi¦kszenie zainteresowania poszukiwaniem pracy po wyst¡pieniu dodatniego
szoku technologicznego, szybko wyga±nie. Wprowadzenie mechanizmu on-the-job
search do modeli poszukiwa« i dopasowa« poszerza zbiór osób poszukuj¡cych pracy
o osoby pracuj¡ce, stabilizuj¡c liczb¦ wysyªanych ofert pracy w cyklu koniunktural-
nym. Zmniejsza to ±redni czas oczekiwania na zapeªnienie wakatu, a wi¦c i koszt
ponoszony z tego tytuªu przez �rmy. Z tego powodu cz¦±¢ autorów (por. Krause i
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Lubik (2006), Hertweck (2010)) wªa±nie w tym mechanizmie upatruje ¹ródªa du»ej
zmienno±ci wakatów i bezrobocia w przekroju cyklu koniunkturalnego. Relatywnie
du»a skala przepªywów zatrudnienie-zatrudnienie, si¦gaj¡ca 2.6proc. osób zatrud-
nionych znajduje przy tym poparcie w danych (Fallick and Fleischman (2004)), co
dodatkowo przemawia za tym mechanizmem jako jedn¡ z mo»liwych przyczyn wy-
sokiej zmienno±ci wakatów w cyklu koniunkturalnym. Obserwacj¡ empiryczn¡, na
któr¡ odpowiadamy w artykule jest kwestia relatywnej roli jak¡ dla epizodów wzro-
stu bezrobocia odgrywaj¡ �uktuacje stóp zwolnie« i zatrudnie« w �rmach. Zgodnie
z obserwacjami Halla (2005) i Shimera (2007) za wahania stopy bezrobocia w USA
odpowiadaj¡ przede wszystkim zmiany w skªonno±ci �rm do zatrudniania. Jednak,
jak wskazuj¡ Elsby et al.(2009) prawidªowo±¢ ta zachodzi tylko dla USA, podczas
gdy w Europie wkªad do zmienno±ci bezrobocia wnosz¡ zarówno wahania intensyw-
no±ci zatrudniania jak i zwalniania. Pogl¡d ten wspiera tak»e Lewandowski (2011)
wskazuj¡c, »e w Unii Europejskiej intensywno±¢ zwolnie« ro±nie bardzo silnie w
okresach kryzysowych mimo, »e pozostaje relatywnie staªa w pozostaªych fazach cy-
klu. Wskazuje to na potencjalne znaczenie jakie mo»e mie¢ endogeniczna destrukcja
miejsc pracy dla wyja±nienia krótkotrwaªych epizodów wzrostu bezrobocia w Euro-
pie.

Artykuª jest zorganizowany nast¦puj¡co. W sekcji 2 przedstawiamy struktur¦
modelu. Sekcja 3 omawia zaproponowan¡ numeryczn¡ procedur¦ wyznaczania roz-
wi¡zania. Sekcja 4 opisuje procedure kalibracji modelu. W sekcji 5 omawiamy
gªówne wªasno±ci modelu. Sekcja 6 podsumowuje.
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2 Model

2.1 Gospodarstwo Domowe

Modelowana gospodarka zaludniona jest przez continuum jednostek rozªo»onych jed-
nostajnie na odcinku o jednostkowej dªugo±ci. Formuj¡ one reprezentatywne gospo-
darstwo domowe maksymalizuj¡ce w chwili zero warto±¢ oczekiwan¡ zdyskontowa-
nego strumienia u»yteczno±ci z konsumpcji, C̃t, zadan¡ rekursywnie przez

Ut =
C̃1−σ
t − 1

1− σ
+ βEt{Ut+1}

gdzie β oznacza subiektywn¡ stop¦ preferencji czasowej, za± σ okre±la mi¦dzyokre-
sow¡ elastyczno±¢ substytucji mi¦dzy konsumpcj¡ dzi± a konsumpcj¡ jutro. W okre-
sie t czªonek i ∈ [0, 1] gospodarstwa domowego oferuje N i

t ∈ {0, 1} jednostek pracy
za które otrzymuje pªac¦ W i

t . Dochody z pracy razem z zyskami Πt jakie gospodar-
stwo otrzymuje od �rm, których jest wªa±cicielem, s¡ wydatkowane na konsumpcj¦
dóbr rynkowych Ct, tworz¡c ograniczenie bud»etowe

Ct =

∫ 1

0
W i

tN
i
tdi+Πt

Poza dobrami rynkowymi, ¹ródªem u»yteczno±ci gospodarstwa domowego s¡ dobra
nierynkowe wytwarzane w domu przez niepracuj¡cych czªonków gospodarstwa do-
mowego. Zakªadamy, »e s¡ one wzajemnie doskonale substytucyjne, a tym samym

C̃t = Ct + b×
∫ 1

0
(1−N i

t )di

gdzie b okre±la efektywno±¢ produkcji dóbr domowych.

2.2 Firmy

Reprezentatywna �rma maksymalizuje warto±¢ oczekiwan¡ zdyskontowanego na chwil¦
zero strumienia przyszªych zysków Πt, zadan¡ rekursywnym równaniem

Π̃t = Πt + Et{Λt+1Π̃t+1}

gdzie Λt = β λt
λt−1

jest czynnikiem dyskontuj¡cym (ang. pricing kernel) b¦d¡cym
pochodn¡ kra«cowej u»yteczno±ci gospodarstwa domowego z konsumpcji dóbr λt.
Firma produkuje dobra, Yt, wykorzystuj¡c do tego celu prac¦ oraz kapitaª, który
jest jednocze±nie jej wªasno±ci¡, podejmuj¡c decyzje inwestycyjne It i osi¡gaj¡c nie-
zerowe zyski. W celu zatrudnienia nowych pracowników przedsi¦biorstwo otwiera,
pocz¡tkowo niezapeªnione, wakaty, Vt, ponosz¡c jednostkowy koszt ϖ. Tym samym
zysk chwilowy �rmy jest dany przez

Πt = Yt −
∫ 1

0
W i

tN
i
tdi− It −ϖVt

Technologia produkcji dobra Yt jest dana standardow¡ funkcj¡ Cobba-Douglassa
zale»n¡ od poziomu zainstalowanego w okresie t kapitaªu oraz pracy

Yt = AtK
α
t−1Ñ

1−α
t
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gdzie At jest egzogenicznym poziomem technologi w okresie t, Kt jest zasobem za-
instalowanego kapitaªu, za± Ñt oznacza efektywn¡ liczb¦ jednostek pracy zaanga-
»owanych w produkcj¦. Kapitaª tworzony jest w wyniku standardowego procesu
akumulacji

Kt = (1− δ)Kt−1 + It

Caªkowit¡ liczb¦ pracuj¡cych Nt oraz efektywne zatrudnienie Ñt de�niujemy w na-
turalny sposób

Nt =

∫ 1

0
N i

tdi Ñt =

∫ 1

0
Ai ×N i

tdi (1)

W modelu rozwa»amy przy tym heterogeniczno±¢ pracowników przyjmuj¡c, »e ka»da
zatrudniona osoba i ∈ [0, 1] pracuje w okresie t z produktywno±ci¡ Ai

t = ea
i
t , gdzie

ait jest zale»ne od ait−1 oraz realizacji idiosynkratycznego szoku produktywno±ci ηit
zgodnie z równaniem

ait = ait−1 + ηit

gdzie ηi ∼ N(0, σA) jest i.i.d zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym. Tym samym
poziom indywidualnej produktywno±ci pracowników podlega geometrycznemu pro-
cesowi bª¡dzenia losowego w trakcie obowi¡zywania umowy o prac¦. W rezultacie
efektywno±¢ cz¦±ci pracowników ro±nie powy»ej pocz¡tkowego poziomu, a cz¦±ci wy-
ra¹nie si¦ obni»a. Po ujawnieniu si¦ szoku do indywidualnej produktywno±ci �rmy
oraz pracownicy mog¡ zdecydowa¢ o rozwi¡zaniu stosunku pracy oraz negocjuj¡
pªac¦ na dany okres. Cz¦±¢ stanowisk pracy ulega tak»e egzogenicznej destrukcji.

2.3 Rynek pracy

Rynek pracy cechuje si¦, podobnie jak u Merz (1995) niedoskonaªo±ci¡ zwi¡zan¡
z mechanizmem poszukiwa« i dopasowa« oraz negocjacjami pªacowymi typu Na-
sha. Otwiera si¦ on na pocz¡tku okresu t zanim �rmy oraz pracownicy dokonaj¡
destrukcji miejsc pracy. Zatrudnienia poszukiwa¢ mog¡ zarówno osoby niepracuj¡ce
(bezrobotne) jak i maj¡ce prac¦, a tym samym w modelu implementujemy mecha-
nizm on-the-job search. W wypadku tej drugiej grupy o intensywno±ci poszukiwania
pracy w okresie t przez osob¦ i decyduje jej indywidualna produktywno±¢ Ai

t. W
chwili gdy dany pracownik znajdzie nowego pracodawc¦ jego stare stanowisko pracy
ulega destrukcji. Oznaczmy przez Q̃t caªkowit¡ liczb¦ ofert pracy zgªoszon¡ przez
osoby zatrudnione poszukuj¡ce pracy. Z kolei symbolem Ut = 1−Nt okre±lamy liczb¦
osób bezrobotnych, z których ka»da poszukuje pracy z jednakow¡ intensywno±ci¡ et,
któr¡ interpretujemy jako liczb¦ ofert pracy wysyªanych w okresie t przez jednego
bezrobotnego. Tym samym caªkowita liczba ofert pracy wysªanych na pocz¡tku
okresu t wynosi

Ot = Q̃t + et × Ut

Liczba nowych miejsc pracy, Mt jest zadana funkcj¡ Cobba-Douglasa dopasowuj¡c¡
oferty zgªoszone przez osoby poszukuj¡ce pracy z wakatami otwartymi przez �rmy,
Vt w nast¦puj¡cy sposób:

Mt = Υ× V µ
t O1−µ

t
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gdzie Υ jest efektywno±ci¡ technologii dopasowa«. Zakªadamy, »e nowo zatrudnione
osoby zostan¡ wª¡czone w proces produkcji dopiero w nast¦pnym okresie. Prawdo-
podobie«stwo zapeªnienia wakatu, Ψt, prawdopodobie«stwo znalezienia pracy, Φt,
wynosz¡ odpowiednio

Ψt =
Mt

Vt
Φt =

Mt

Ot

Prawdopodobie«stwa te s¡ brane przez �rmy i osoby poszukuj¡ce pracy jako dane.
Poszukiwanie pracy wi¡»e si¦ z kosztem cjt (x), wyra»onym w jednostkach u»yteczno-
±ci i obni»aj¡cym, zde�niowan¡ w dalszej cz¦±ci, satysfakcj¦ jak¡ osoby niepracuj¡ce
(j = U) lub zatrudnione j = E czerpi¡ ze swojego stanu na rynku pracy. Koszt
ten jest funkcj¡ podj¦tego wysiªku tj. liczby ofert pracy wysªanych w okresie t. W
modelu zakªadamy, »e funkcja kosztów poszukiwania pracy cjt (x) przyjmuje posta¢

cjt (x) = cjαx
cjβ

gdzie indeks j ∈ {E,U} ró»nicuje parametry funkcji kosztów w±ród osób zatrud-
nionych i bezrobotnych, co mo»na uzasadni¢ innym kosztem alternatywnym czasu

wolnego w wypadku obu kategorii osób. W obu wypadkach (cjt )
′(x) = cβ

cjt (x)
x . Para-

metry cjβ oraz cjα de�niuj¡ stacjonarn¡ warto±¢ wysiªku wkªadanego w poszukiwane
pracy i jego elastyczno±¢ w odpowiedzi na szoki ekonomiczne. Przy takiej strukturze
rynku pracy liczba osób pracuj¡cych zmienia si¦ zgodnie z równaniem

Nt = (1− ρ)(1− st)×
(
Nt−1 +Φt−1et−1Ut−1

)
(2)

gdzie st jest zagregowan¡ stop¡ endogenicznej destrukcji zde�niowan¡ w dalszej cz¦-
±ci. Egzogeniczna destrukcja ρ gwarantuje, »e rozkªad indywidualnej produktywno-
±ci pracowników jest dobrze okre±lony.

2.4 Negocjacje pªacowe

Oznaczmy przez V E,i
t , V U

t i V F,i
t odpowiednio: (i) warto±¢ w jednostkach u»ytecz-

no±ci gospodarstwa domowego jak¡ w chwili t ze swojej pracy czerpie i-ta osoba
pracuj¡ca, (ii) wyra»on¡ tak»e w jednostkach u»yteczno±ci satysfakcj¦ jak¡ dla osoby
bezrobotnej przynosi jej stan na rynku pracy oraz (iii) warto±¢ dla �rmy z zatrud-
nienia osoby i ∈ [0, 1]. Zmienne V E,i

t , oraz V F,i
t zale»¡ wyª¡cznie od indywidualnej

produktywno±ci pracy i-tego pracownika pod koniec okresu t, tj. od zmiennej ait. Po-
ziom produktywno±ci jest cech¡ osób pracuj¡cych ulegaj¡c¡ zatarciu w chwili utraty
pracy. Z tego wzgl¦du V U

t jest jednakowe dla wszystkich osób bezrobotnych (por.
równanie (8)), podczas gdy V E,i i V F,i

t mog¡ si¦ ró»ni¢ u ró»nych osób pracuj¡cych.
Niech Qi

t ≥ 0 oznacza liczb¦ ofert pracy zgªoszonych przez pracownika o indeksie
i, wtedy ΦtQ

i
t jest prawdopodobie«stwem, »e zmieni on dobrowolnie miejsce pracy

pod warunkiem, »e nie doszªo do separacji z innego powodu. Zakªadamy, »e Qi
t jest

wyra»one w tych samych jednostkach co wysiªek poszukiwania pracy przez osoby
bezrobotne et. Wtedy ct(Q

i
t) mierzy utrat¦ caªkowitej u»yteczno±ci rozpatrywanej

osoby pracuj¡cej poniesion¡ w wyniku jej zaanga»owania w proces poszukiwania no-
wego zatrudnienia. Niech zmienna Si

t+1 ∈ {0, 1} przyjmuje warto±¢ 1, je»eli miejsce
pracy i-tego pracownika nie zostaªo endogenicznie zniszczone oraz warto±¢ zero w
przeciwnym wypadku. W takim wypadku satysfakcja z pracy i-tej osoby zatrudnio-
nej oraz warto±¢ dla �rmy z tego zatrudnienia dane s¡ w okresie t rekurencyjnymi
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zale»no±ciami

V E,i
t = λtW

i
t − cEt (Q

i
t) + βΦtQ

i
t ×Et{V E,i,0

t+1 − V U
t+1}+ βEt{V U

t+1}

+ β(1− ΦtQ
i
t)× Et

{
(1− ρ)Si

t+1 × (V E,i
t+1 − V U

t+1)
)}

V F,i
t = λt(X

i
t −W i

t ) + β(1− ΦtQ
i
t)× Et{(1− ρ)Si

t+1 × V F,i
t+1}

(3)

gdzie V E,i,0
t+1 , jest warto±ci¡ z zatrudnienia, któr¡ osoba i, czerpie z faktu znalezienia

pracy w okresie t i jej podj¦cia w okresie t + 1, za± zmienna Xi
t okre±la kra«cow¡

produktywno±¢ efektywnej jednostki pracy i-tego pracownika, która jest brana przez
�rm¦ oraz pracownika jako dana i wynosi

Xi
t = Ai

t × (1− α)
Yt

Ñt

Równania (3) mo»na zinterpretowa¢ w naturalny sposób. Warto±¢ kontraktu zatrud-
nieniowego jest dla pracownika tym wi¦ksza im wi¦ksza jest ró»nica mi¦dzy u»ytecz-
no±ci¡ czerpan¡ z pªacy a kosztem poszukiwania nowego zatrudnienia. Jednocze±nie
zwi¦ksza j¡ zdyskontowana warto±¢ oczekiwana potencjalnej nadwy»ki warto±ci z
zatrudnienia nad warto±ci¡ czerpan¡ z bezrobocia bior¡ca pod uwag¦ to, czy pra-
cownik utraci prac¦, zmieni j¡ czy te» pozostanie na dotychczasowym stanowisku.
Podobnie w wypadku �rmy, warto±¢ umowy o prac¦ ro±nie wraz z tym im wi¦k-
sza jest nadwy»ka jego kra«cowej produktywno±ci nad wypªacan¡ mu pªac¡ oraz im
wi¦ksza jest (po zdyskontowaniu) przyszªa oczekiwana warto±¢ tego kontraktu po
uwzgl¦dnieniu korekty o prawdopodobie«stwo rozwi¡zania umowy z przyczyn egzo-
genicznych, przyczyn le»¡cych po stronie �rmy lub ze wzgl¦du na zmian¦ pracodawcy
przez osob¦ pracuj¡c¡.

Warto±ci kontraktu zatrudnieniowego dla �rmy i pracownika s¡ brane pod uwag¦
w procesie negocjacji wynagrodze«. Podobnie jak w standardowym modelu RBC
uzupeªnionym o mechanizm poszukiwa« i dopasowa« na rynku pracy zakªadamy,
»e pªaca W i

t pracownika o produktywno±ci Ai
t jest wyznaczona zgodnie z mechani-

zmem indywidualnych negocjacji Nasha podejmowanych przez �rmy i pracowników
w ka»dym okresie t

W i
t = argmax

W i
t

(V E,i
t − V U

t )ν × (V F,i
t )1−ν

pod warunkiem mo»liwo±ci realizacji postaci V E,i
t − V U

t ≥ 0, V F,i
t ≥ 0. Implikuje to

V F,i
t =

1− ν

ν
(V E,i

t − V U
t ) (4)

tym samym V F,i
t < 0 ⇔ V E,i

t −V U
t < 0 i warunek mo»liwo±ci realizacji jest speªniony

je»eli tylko V F,i
t ≥ 0. Równanie 4 oraz dynamiki V E,i

t i V F,i
t pozwalaj¡ nam na

wyra»enie pªacy w nast¦puj¡cej formule

W i
t = νX i

t +
1− ν

λt
× cEt (Q

i
t) +

1− ν

λt
×

(
V U
t − βEt{V U

t+1}
)

− β(1− ν)
ΦtQ

i
t

λt
× Et{V E,i,0

t+1 − V U
t+1}

(5)

Zauwa»my, »e warto±¢ z pracy dla i-tego pracownika oraz warto±¢ z i-tego pracow-
nika dla �rmy zale»¡ wyª¡cznie od indywidualnej produktywno±ci pracownika. Tym
samym wynegocjowana pªaca W i

t , liczba ofert pracy zgªoszona przez osob¦ zatrud-
nion¡, Qi

t, oraz endogeniczna destrukcja miejsca pracy Si
t tak»e zale»¡ jedynie od lo-

garytmu poziomu indywidualnej produktywno±ci ait oraz agregatów ekonomicznych.
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Tym samym, przy danym stanie zmiennych makroekonomicznych, mo»emy zde�nio-
wa¢ funkcje warto±ci dla pracownika, V E(a), oraz �rmy V F (a) których argumentem
jest a. Zajmujemy si¦ tym w nast¦pnej sekcji.

2.5 Funkcje warto±ci

Oznaczmy przez Wt(a), Qt(a), St(a) i Xt(a) funkcyjne zale»no±ci mi¦dzy pªac¡,
liczb¡ wysyªanych ofert, endogeniczn¡ destrukcj¡ miejsc pracy i kra«cow¡ produk-
tywno±ci¡ efektywnej jednostki pracy osoby o logarytmie poziomu indywidualnej
produktywno±ci a. Wymagamy przy tym aby

W i
t = Wt(a

i
t) Qi

t = Qt(a
i
t)

Si
t = St(a

i
t) Xi

t = Xt(a
i
t)

Zde�niujmy funkcje V E(a) oraz V F (a) w ten sposób aby

V E,i
t = V E

t (ait) V F,i
t = V F

t (ait) (6)

Niech zmienna losowa a′(a, η) okre±la ewolucj¦ logarytmu produktywno±ci osoby nie
zmieniaj¡cej swojego miejsca pracy, natomiast γ′(a, η) ewolucj¦ logarytmu produk-
tywno±ci osoby, która takiej zmiany dokonuje. Poszukiwanie nowej pracy przez osoby
zatrudnione wymaga aby pracownik spodziewaª si¦ wzrostu wynagrodzenia przy jej
zmianie. Dlatego naturalnym zaªo»eniem byªoby aby γ′(a, η) > a + η. Formalnie
rzecz bior¡c, zakªadamy, »e a′ = a′(a, η) oraz γ′ = γ′(a, η) s¡ zmiennymi losowymi
speªniaj¡cymi

a′ = a+ η γ′ = g(a) + η.

gdzie η ∼ N(0, σA) jest czysto losowym zaburzeniem, za± deterministyczna funkcja
g(a) de�niuje niestochastyczny skªadnik indywidualnej produktywno±ci osoby zmie-
niaj¡cej prac¦. W obu wypadkach proces stochastyczny reguluj¡cy ewolucj¡ indywi-
dualnej wydajno±ci pracownika jest geometrycznym procesem bª¡dzenia losowego.
Funkcje V E

t i V F
t de�niujemy nast¦puj¡co

V E
t (a) = λtWt(a)− cEt (Qt(a)) + βEtV

U
t+1 + β × Et

{
V E,0
t+1 (a

′)− V U
t+1

∣∣∣a}
+ βΦtQt(a)Et

{
V E,0
t+1 (γ

′)− V E,0
t+1 (a

′)
∣∣∣a}

V F
t (a) = λt(Xt(a)−Wt(a))

+ β(1− ΦtQt(a))Et

{
(1− ρ)St+1(a

′)V F
t+1(a

′)
∣∣∣a}

(7)

gdzie dla x ∈ {a′, γ′}

V E,0
t (x) = (1− ρ)St(x)× (V E

t (x)− V U
t ) + V U

t

Dokonuj¡c odpowiednich podstawie« nietrudno sprawdzi¢, »e tak zde�niowane funk-
cje warto±ci V E

t (a) i V F
t (a) speªniaj¡ warunki (6). Ich interpretacja ekonomiczna

jest tak»e taka sama jak równa« (3). O ile jednak zmienne losowe V E,i
t , V F,i

t s¡ zde-
�niowane tylko gdy miejsce pracy i-tego pracownika nie zostaªo zniszczone w okresie
t, to funkcje warto±ci mo»emy zde�niowa¢ dla dowolnego a.

Przyjmujemy uproszczaj¡co, »e w wypadku osób pracuj¡cych, które staªy si¦
bezrobotne zatarciu ulegaj¡ specy�czne umiej¦tno±ci zgromadzone w okresie zatrud-
nienia. Oznacza to, »e nowo zatrudnieni bezrobotni w okresie t cechuj¡ si¦ losowo
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okre±lon¡ indywidualn¡ produktywno±ci¡ A0 = exp(a0) gdzie a0 ∼ N(0, σA). War-
to±¢ bezrobotnego V U

t nie zale»y wi¦c od poziomu jego produktywno±ci w czasie
gdy byª zatrudniony, lecz jedynie od nadwy»ki jak¡ produkcja domowa w chwili t
przynosi nad kosztem poszukiwania pracy ct(et) oraz od zdyskontowanej na moment
t warto±ci oczekiwanej przyszªego stanu na rynku pracy - bezrobocia V U

t+1 i zatrud-

nienia V E,0
t+1 (a

0). Speªnia ona zatem nast¦puj¡c¡, rekursywn¡ zale»no±¢ funkcyjn¡

V U
t = λtb− cUt (et) + β(1− Φtet)× Et{V U

t+1}+ βΦtet × Et{V E,0
t+1 (a

0)} (8)

gdzie Φtet jest prawdopodobie«stwem znalezienia pracy przez bezrobotnego poszu-
kuj¡cego jej z intensywno±ci¡ et. Podobnie warto±¢ z ustanowienia wakatu w chwili
t przez �rm¦ oznaczona symbolem Jt, wynosi

Jt = −λtϖ + βΨtEt

{
(1− ρ)St+1(ω)× V F

t+1(ω)
}

(9)

gdzie ω jest zmienn¡ losow¡, której zde�niowany dalej (por. równanie (16)) rozkªad,
zadany jest funkcj¡ gesto±ci dHt+1(ω) odpowiadaj¡c¡ g¦sto±ci rozkªadu prawdopo-
dobie«stwa indywidualnej produktywno±ci osób nowo zatrudnionych w okresie t+1,
po realizacji szoku produktywno±ci pracy. Optymalno±¢ ustalenia liczby wakatów
oraz warunek braku barier wej±cia �rm wymaga

Jt = 0 (10)

Oznacza to, »e w optimum jednostkowy koszt otwarcia wakatuϖ jest równy zdyskon-
towanej na chwil¦ bie»¡c¡ oczekiwanej warto±ci jak¡ z punktu widzenia �rmy przy-
niesie zatrudnienie nowych pracowników. Przy obliczaniu tej warto±ci oczekiwanej
brany jest pod uwag¦, zde�niowany dalej, rozkªad produktywno±ci poszczególnych
osób dHt+1(ω) oraz prawdopodobie«stwo zapeªnienia wakatu Ψt.

2.6 Endogeniczna destrukcja

Optymalno±¢ decyzji �rmy o zwolnieniu pracownika o produktywno±ci a wymaga
tego, aby St(a) = 0 je»eli V F

t (a) ≤ 0 oraz St(a) = 1 w przeciwnym wypadku.
Pracownik nie dokona destrukcji miejsca pracy je»eli nie zrobi tego �rma. Zakªa-
damy, »e V F

t (a) jest funkcj¡ rosn¡c¡ wzgl¦dem a. Zaªo»enie to jest wery�kowane
numerycznie. Wtedy

St(a) =

{
0, je»eli a ≤ āt;
1, w przeciwnym wypadku.

(11)

gdzie āt jest granicznym poziomem indywidualnej produktywno±ci speªniaj¡cym
V F
t (āt) = 0. Wykorzystuj¡c równanie (11) determinuj¡ce posta¢ funkcji endogenicz-

nej destrukcji miejsc pracy w �rmach mo»emy wyrazi¢ w sposób bardziej bezpo±redni
ni» w równaniu (7) warto±¢ jak¡ �rma uzyskuje z zatrudnienia nowego pracownika
o produktywno±ci a

V F
t (a) = λt(Xt(a)−Wt(a)) + β(1− ρ)(1− ΦtQt(a))× Ṽ F

t (a)

gdzie

Ṽ F
t (a) = Et

{∫ ∞

āt+1

V F
t+1(a

′)dF (a′; a)
}

(12)
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za± dF (a′; a) jest g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa zmiennej losowej a′ danej przez
a′ = a+ η, η ∼ N(0, σA), tj.

dF (x; a) =
1√
2πσ2

A

× e
− (x−a)2

2σ2
A

Podobnie, korzystaj¡c z de�nicji (12), równania (4) oraz wprowadzonych w kolejnej
sekcji zale»no±ci (14) wi¡»¡cych kra«cowe koszty otwarcia wakatu z oczekiwan¡ nad-
wy»k¡ z faktu podj¦cia pracy przez osob¦ bezrobotn¡, mo»na upro±ci¢ wyra»enia (7)
i (8) uzyskuj¡c nast¦puj¡ce równania de�niuj¡ce funkcje warto±ci V E

t (a) i V U
t

V E
t (a) = λtWt(a) + (cEβ − 1)× cEt (Qt(a)) + βEtV

U
t+1 + β(1− ρ)× ν

1− ν
Ṽ F
t (a)

V U
t = λt × b+ (cUβ − 1)× cUt (et) + β × Et{V U

t+1}

Na koniec, wykorzystanie równa« (8), (4) i (6) pozwala warunek na optymaln¡ pªac¦
(5) zapisa¢ jako

Wt(a) =
[
νXt(a) + (1− ν)× b

]
−
[
ν
β(1− ρ)

λt
× ΦtQt(a)× Ṽ F

t (a)

+ (1− ν)
1

λt
×
(
(cEβ − 1)cEt (Qt(a))− (cUβ − 1)cUt (et)

)] (13)

Równanie (13) ma naturaln¡ interpretacj¦. Wynagrodzenie pracownika o wydaj-
no±ci A(a) = ea jest po pierwsze tym wi¦ksze im wi¦ksza jest ±rednia wa»ona siª¡
przetargow¡ pracownika z kra«cowej produktywno±ci na rynku Xt(a) i w produkcji
domowej b. Relatywna rola pracy rynkowej i produkcji domowej w determinowaniu
pªacy zale»y od siªy przetargowej pracowników ν. Im jest ona wi¦ksza tym opcja ze-
wn¦trzna w postaci produkcji dóbr nierynkowych ma mniejsze znaczenie. Na pªac¦
oddziaªuje za to negatywnie ±rednia wa»ona siª¡ przetargow¡ z nadwy»ki kosztu
poszukiwania pracy przez osob¦ pracuj¡c¡ nad kosztem jej szukania jako osoba bez-

robotna ( 1
λt

×
(
(cEβ − 1)cEt (Qt(a))− (cUβ − 1)cUt (et)

)
) oraz ze straty warto±ci jakiej

mo»e si¦ spodziewa¢ �rma w zwi¡zku ze spodziewanymi zwolnieniami czy to na sku-
tek naturalnego procesu destrukcji miejsc pracy czy te» zjawiska on-the-job search
(1−ρ)
λt

×ΦtQt(a)× Ṽ F
t (a). Pªac¦ obni»a wi¦c relatywnie wysoki koszt jej poszukiwa-

nia przez zatrudnionych i wysokie prawdopodobie«stwo jej znalezienia przez osoby
ju» zatrudnione. Dzieje si¦ tak dlatego, »e pracownicy s¡ skªonni akceptowa¢ ni»-
sze wynagrodzenia je±li koszt zmiany pracy jest wysoki, za± pracodawcy ograniczaj¡
wzrost wynagrodze« je±li mog¡ spodziewa¢ si¦ ceteris paribus znacznego odpªywu
pracowników.

2.7 Intensywno±¢ poszukiwania pracy

Osoby bezrobotne b¦d¡ zwi¦kszaªy intensywno±¢ poszukiwania pracy et do chwili,

gdy
∂V U

t
∂e (et) = 0. Podobnie osoby pracuj¡ce o produktywno±ci a b¦d¡ wysyªaªy

nowe oferty pracy a» do momentu w którym
∂V F

t
∂Q(a)(a) = 0. Oznacza to, »e warunki

na optymalny poziom et i Qt(a) mo»na otrzyma¢ ró»niczkuj¡c praw¡ stron¦ równa«
(7) i (8) odpowiednio wzgl¦dem Qt(a) i et, a nast¦pnie przyrównuj¡c j¡ do zera.
Uzyskujemy wtedy

(cUt )
′(et) = βΦt × Et{V E,0

t+1 (a
0)− V U

t+1}

(cEt )
′(Qt(a)) = βΦtEt

{
V E,0
t+1 (γ

′)− V E,0
t+1 (a

′)
∣∣∣a}. (14)
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poniewa» V E,0
t+1 (x) jest funkcj¡ rosn¡c¡, to z dokªadno±ci¡ do zbioru miary zero

V E,0
t+1 (γ

′) − V E,0
t+1 (a

′) > 0 ⇐⇒ γ′ > a′ a wi¦c wtedy gdy g(a) > a. Oznacza to, »e
pracuj¡cy s¡ skªonni do poszukiwania pracy je±li g(a) > a. W przeciwnym wypadku
Qt(a) = 0. Zauwa»my ponadto, »e wykorzystuj¡c de�nicj¦ Ṽ F

t mo»na upro±ci¢
wyra»enia (14) uzyskuj¡c

(cUt )
′(et) =

ν

1− ν
× β(1− ρ)Φt × Ṽ F

t (0)

(cEt )
′(Qt(a)) =

ν

1− ν
× β(1− ρ)Φt ×

(
Ṽ F
t (g(a))− Ṽ F

t (a)
) (15)

a tym samym, podobnie jak w wypadku funkcji warto±ci V F
t , V E

t oraz V U
t do wyzna-

czenia liczby ofert pracy wysyªanych przez osoby bezrobotne i zatrudnione wystarcza
znajomo±¢ postaci funkcji Ṽ F

t . Wyznaczamy j¡ numerycznie w algorytmie opisanym
w sekcji 3.

2.8 Agregacja

Du»a heterogeniczno±¢ osób pracuj¡cych w modelu, ró»ni¡cych si¦ mi¦dzy sob¡ po-
ziomem indywidualnej produktywno±ci, implikuje konieczno±¢ wyznaczenia wielko-
±ci zagregowanych, odgrywaj¡cych w modelu rol¦ ekonomiczn¡ tj. pozwalaj¡cych
wyznaczy¢ poziom brakuj¡cych zmiennych w tym m.in. produkcji Yt, czy liczby
nowozapeªnionych miejsc pracy Mt oraz innych zmiennych wobec nich pochodnych.
Poszukiwanymi agregatami s¡ liczba osób pracuj¡cych Nt, efektywny nakªad pracy
Ñt, zagregowane prawdopodobie«stwo endogenicznej destrukcji st, prawdopodobie«-
stwo zapeªnienia wakatu Ψt, caªkowita liczba ofert pracy wysªanych przez zatrudnio-
nych Q̃t oraz ª¡czne wydatki na pªace WtNt, gdzie Wt jest przeci¦tnym poziomem
wynagrodze« w gospodarce. Zaªó»my chwilowo, »e znamy dwa podstawowe roz-
kªady prawdopodobie«stwa pozwalaj¡ce na wyznaczenie poszukiwanych agregatów:
(i) rozkªad indywidualnej produktywno±ci dGt(a) przed dokonaniem endogenicznej
i egzogenicznej destrukcji miejsc pracy oraz (ii) rozkªad produktywno±ci nowopow-
staªych miejsc pracy dHt(a). Ich wyznaczenie odbywa si¦ numerycznie na podstawie
wzorów i procedury aproksymacyjnej opisanej w sekcjach 2.9 i 3. Zagregowane koszty
pracy speªniaj¡

WtNt ≡
∫ 1

0
W i

tN
i
tdi Wt =

1

1− st
×

∫ ∞

āt

Wt(a)dGt(a)

Efektywna liczba jednostek pracy oferowana w okresie t, dana przez (1), wynosi

Ñt =
Nt

1− st
×

∫ ∞

āt

eadGt(a)

Równanie (2) wyznacza dynamik¦ liczby pracuj¡cych. Zgodnie z de�nicj¡ rozkªadu
indywidualnej produktywno±ci dGt(a), zagregowane prawdopodobie«stwo endoge-
nicznej destrukcji, st speªnia

st = 1−
∫ ∞

āt

dGt(a)

Liczba ofert pracy zªo»ona przez osoby zatrudnione, poszukuj¡cych pracy wynosi

Q̃t =
Nt

1− st
×

∫ ∞

āt

Qt(a)dGt(a)
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Mamy te» Ut = 1 − Nt. Warunek optymalno±ci liczby wakatów, (10) przyjmuje
posta¢

λtϖ = β(1− ρ)Ψt × Et

{∫ ∞

āt+1

V F
t+1(x)dHt+1(x)

}
de�niuje on prawdopodobie«stwo zapeªnienia wakatu Ψt. Warto±ci wszystkich agre-
gatów wyznaczane s¡ numerycznie w sposób opisany w sekcji 3.

2.9 Rozkªady produktywno±ci dGt(a) i dHt(a) oraz ich dy-

namika

W celu domkni¦cia modelu pozostaªo jeszcze wyznaczenie dynamiki rozkªadu in-
dywidualnej produktywno±ci osób zatrudnionych na pocz¡tku okresu t, dGt(a), a
tak»e powi¡zanego z nim rozkªadu produktywno±ci nowopowstaªych miejsc pracy
dHt(a). W okresie t − 1 nast¦puje endogeniczna destrukcja miejsc pracy, których
produktywno±¢ jest mniejsza ni» āt−1 oraz egzogeniczna destrukcja miejsc pracy z
prawdopodobie«stwem ρ niezale»na od produktywno±ci osoby. Dodatkowo pod ko-
niec okresu t−1 cz¦±¢ osób zmienia swoje miejsce pracy w wyniku on-the-job search.
Na pocz¡tku okresu t miejsca pracy, które przetrwaªy destrukcj¦ oraz te, które nie
zostaªy opuszczone przez pracowników zmieniaj¡cych prac¦ dostaj¡ losowego szoku
produktywno±ci. Oznaczmy przez dG1

t (a) g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa rozkªadu
produktywno±ci tych miejsc pracy. Wynosi ono

dG1
t (x) =

1

s̃t−1

∫ ∞

āt−1

(
dGt−1(y)− dRt−1(y)

)
× dF (y;x)dy,

gdzie s̃t−1 jest zmienn¡, która normalizuje rozkªad produktywno±ci osób, które pra-
cowaªy w okresie t− 1 i nie zmieniªy pracy.

s̃t−1 =

∫ ∞

āt−1

(
1− Φt−1Qt−1(z)

)
dGt−1(z)

= 1− st−1 − Φt−1
Qt−1

Nt−1
.

Funkcja g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa dRt−1(x) zde�niowana jest nast¦pu-
j¡co

dRt−1(x) = Φt−1Qt−1(x)dGt−1(x)

W okresie t nowo powstaªe miejsca pracy maj¡ rozkªad produktywno±ci dHt dany
przez poª¡czenie rozkªadów produktywno±ci osób bezrobotnych, które znalazªy prac¦
oraz rozkªadu produktywno±ci osób zmieniaj¡cych prac¦:

dHt(x) = ϕt−1dF (x; 0)

+
1− ϕt−1

1− s̃t−1 − st−1

∫ ∞

āt−1

(
g−1(y)

)′
dTt−1

(
g−1(y)

)
× dF (y;x)dy

(16)

gdzie ϕt−1 jest odsetkiem osób uprzednio bezrobotnych w±ród osób, które znalazªy
now¡ prac¦ danym przez:

ϕt−1 =
Φt−1et−1Ut−1

Φt−1et−1Ut−1 +Φt−1Qt−1
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Maj¡c dany rozkªad osób, które znalazªy now¡ prac¦ mo»emy ªatwo wyznaczy¢ roz-
kªad osób pracuj¡cych na pocz¡tku okresu t przed destrukcj¡:

dGt(x) = αt−1 × dG1
t (x) + (1− αt−1)× dHt(x)

gdzie wspóªczynnik αt−1 zde�niowany jako

αt−1 =
Nt−1 − Φt−1Qt−1

Nt−1 − Φt−1Qt−1 +Mt−1

jest odsetkiem w±ród osób pracuj¡cych na pocz¡tku (tzn. jeszcze przed destrukcj¡)
okresu t, które pracowaªy w poprzednim okresie na tym samym stanowisku pracy.

2.10 Zaburzenia stochastyczne

Rozpatrujemy jedno ¹ródªo zaburze« agregatowych w postaci szoku technologicznego
εt b¦d¡cego zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym ze ±redni¡ µA i wariancj¡ σ2

A.
Formalnie rzecz bior¡c

ln(At) = ρAln(At−1) + εt. (17)

gdzie parametr ρA jest autokorelacj¡ procesu technologicznego zmiennej ln(At).

3 Procedura rozwi¡zania modelu

Praktyczne rozwi¡zanie modelu wyspecy�kowanego w sekcji 2 wymaga wyznaczenia
postaci funkcji warto±ci V F

t (a), V E
t (a) oraz funkcji polityki Wt(a), Qt(a), a tym

samym wyznaczenia postaci funkcji Ṽ F
t (a). To zadanie wymaga z kolei wyznaczenia

progowego poziomu produktywno±ci at oraz obliczenia warto±ci oczekiwanej zde�-
niowanej równaniem (12). Ponadto model wymaga wyznaczenia postaci funkcji g¦-
sto±ci wyst¦puj¡cych w nim rozkªadów prawdopodobie«stwa dGt(a), dHt(a), dRt(a)
oraz powi¡zanych z nimi rozkªadów pomocniczych. By to osi¡gn¡¢ posªugujemy si¦
kilkustopniow¡ procedur¡ numeryczn¡, której zasadnicza idea polega na wyznacze-
niu nisko-wymiarowej aproksymacji wszystkich funkcji zale»nych od indywidualnej
produktywno±ci pracy, a, oraz adekwatnych funkcji g¦sto±ci. Ogólna posta¢ tych
aproksymacji dla danej funkcji Ωt(a) przyjmuje posta¢

Ωt(a) =

{ ∑N
i=0W

Ω
i,t × Ti(h(a)), dla a ∈ [a0, a1];

Ω̄t(a), dla a > a1.

gdzie Ti(a) jest i-tym wielomianem Chebysheva, natomiastWΩ
i,t jest i-t¡ wag¡ aprok-

symacji funkcji Ωt(a). Aproksymacja wielomianami Chebysheva jest okre±lona na
odcinku zwartym [a0, a1], podczas gdy funkcja h(a) jest jego a�niczn¡ transformacj¡
na odcinek [−1, 1]. Pozwala to wykorzysta¢ znan¡ wªasno±¢ wielomianów Cheby-
sheva zgodnie z któr¡ dla dowolnego x ∈ [−1, 1] ich warto±¢ mo»na wyznaczy¢ na
podstawie rekurencji

Tk+1(x) = 2x× Tk(x)− Tk−1(x)

z warunkami pocz¡tkowymi T0(x) ≡ 1, T1(x) ≡ x. Ze wzgledu na endogeniczn¡
destrukcj¦ wyst¦puj¡c¡ w modelu nie jest konieczne dokonywanie aproksymacji dla
dostatecznie maªych poziomów produktywno±ci. Z kolei dla a > a1 funkcja Ωt(a)
jest aproksymowana zadan¡ funkcj¡ Ω̄t(x) odzwierciedlaj¡c¡ asymptotyczne jej za-
chowanie si¦ Ωt(a) dla du»ych warto±ci a. W zale»no±ci od postaci funkcji wyj±ciowej
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Ω̄t(x) jest albo funkcj¡ staª¡, albo funkcj¡ wykªadnicz¡, albo funkcj¡ malej¡c¡ kwa-
dratowo.

Ω̄t(x) =


αΩ
t , w przypadku funkcji Qt(x);

βΩ
t × e−αΩ

t x
2
, w przypadku rozkªadów dGt(x), dHt(x), dRt(x).

βΩ
t × eα

Ω
t x, w pozostaªych przypadkach;

Wagi aproksymacji WΩ
i,t wyznaczyli±my metod¡ kolokacji z w¦zªami Gaussa-Lobatto

dla aproksymacji wielomianami Chebysheva, która dla k = 0, 1, . . . , N dane s¡ przez
(por. [?])

xk = − cos
(k × π

N

)
yk = a0 +

1− xk
2

× (a1 − a0)

gdzie xk jest k-tym w¦zªem rozmieszczonym na odcinku [−1, 1], natomiast yk jest
k-tym w¦zªem na odcinku [a0, a1]. Wtedy

WΩ
i,t =

N∑
k=0

Ωt(yk)× T̃ik T̃ik =
2δiδk × Ti(xk)

N

gdzie δi =
1
2 dla i = 0, N oraz δi = 1 dla i = 1, . . . , N − 1. Poniewa» T̃ik nie zale»y

ani od czasu ani od funkcji Ωt(x), do wyznaczenia wag WΩ
i,t wystarcza znajomo±¢

warto±ci funkcji Ωt(x) w w¦zªach aproksymacji. Aproksymacje brakuj¡cej cz¦±ci
dziedziny produktywno±ci tj. Ω̄t(a) s¡ budowane na podstawie warto±ci funkcji
Ω̄t(x) w w¦zªach yN−1 oraz yN .

W celu rozwi¡zania modelu konieczne jest tak»e wyznaczenie warto±ci szeregu
caªek, nale»¡cych do jednej z dwóch nast¦puj¡cych postaci

IΩt (x) ≡
∫ ∞

āt

Ωt(a)× dF (a;x) JΩ
t ≡

∫ ∞

āt

Ωt(a)× dZt(a)

gdzie dF (a;x) jest zadanym rozkªadem, natomiast dZt(a) jest rozkªadem dGt(a) lub
dHt(a). Poniewa» poszukujemy aproksymacji pierwszego rz¦du rozwi¡zania modelu,
bez straty numerycznej dokªadno±ci mo»emy aproksymowa¢ caªki IΩt (x) oraz JΩ

t

przez

IΩt (x) ∼
∫ ∞

ā
Ωt(a)× dF (a;x)− (āt − ā)× Ωt(ā)dF (ā;x)

JΩ
t ∼

∫ ∞

ā
Ωt(a)× dZt(a)− (āt − ā)× Ωt(ā)dZt(ā)

gdzie ā jest warto±ci¡ produktywno±ci progowej w stanie ustalonym. Stosuj¡c kwa-
dratury Clenshaw-Curtis'a mamy dalej∫ ∞

ā
Ωt(a)× dF (a;x) ∼

N∑
i=0

WΩ
i,t × Ii(x) +

∫ ∞

a1

Ω̄t(a)× dF (a;x)

Ii(x) =

∫ a1

ā
Ti(h(a))× dF (a;x)

Caªk¦
∫∞
a1

Ω̄t(a) × dF (a;x) mo»na wyznaczy¢ analitycznie. Z kolei caªki Ii(x) nie
zale»¡ od czasu oraz od funkcji Ωt(x) przez co mog¡ by¢ wyznaczone numerycznie.
Model jest parametryzowany w taki sposób, »e warto±¢ ā jest kalibrowana (usta-
lona). Tym samym caªki Ii(x) mog¡ by¢ wyznaczone na wst¦pnym etapie rozwi¡-
zywania modelu i nie musz¡ by¢ ponownie wyznaczane w ka»dym kroku procedury
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wyznaczaj¡cej stan ustalony modelu, co znacznie przyspiesza procedur¦ numeryczn¡.
Alogicznie w przypadku caªek JΩ

t mamy∫ ∞

ā
Ωt(a)× dZt(a) =

∫ a1

ā
Ωt(a)× dZt(a) +

∫ ∞

a1

Ω̄t(a)× d̄Zt(a)

przy czym podobnie jak poprzednio caªk¦
∫∞
a1

Ω̄t(a)× d̄Zt(a) mo»na wyznaczy¢ ana-
litycznie. Dokonuj¡c aproksymacji Chebysheva funkcji Ωt(a)× dZt(a)

Ωt(a)× dZt(a) ∼
N∑
i=0

WΩdZ
i,t × Ti(h(a))

uzyskujemy ∫ a1

ā
Ωt(a)× dZt(a) ∼

N∑
i=0

WΩdZ
i,t ×

∫ a1

ā
Ti(h(a))

gdzie caªka
∫ a1
ā Ti(a) jest wyznaczana numerycznie na wst¦pnym etapie rozwi¡zy-

wania modelu.
W celu rozwi¡zania modelu wystarczy ±ledzi¢ warto±ci funkcji zale»nych od indy-

widualnej produktywno±ci (tj. V F
t (a), Ṽ F

t (a), Wt(a), Qt(a), dHt(a), dGt(a), dRt(a))
w w¦zªach aproksymacji yk dla k = 0, . . . , N . Zale»no±ci funkcyjne opisane w sek-
cjach (2.8, 2.9) w poª¡czeniu z aproksymacjami opisanymi w niniejszej sekcji wyzna-
czaj¡ zale»no±ci mi¦dzy zmiennymi losowymi WΩ

i,t okre±laj¡cymi wagi aproksymacji

danej funkcji Ω w okresie t oraz zmiennymi losowymi αΩ
t , β

Ω
t opisuj¡cymi asympto-

tyczne wªasno±ci funkcji Ωt(a) dla du»ego a. Oznacza to, »e w wyniku zastosowania
opisanej procedury funkcje pierwotnie wyst¦puj¡ce w modelu zostaªy zredukowane
do zbioru zmiennych losowych przez co model jako caªo±¢ mo»e by¢ rozwi¡zany
klasyczn¡ metod¡ perturbacyjn¡.

W celu rozwi¡zania modelu zastosowali±my 20 punkow¡ aproksymacj¦, N = 19.
W zwi¡zku z niedokªadno±ci¡ procedury caªkowania funkcji rozkªady dGt(a) oraz
dHt(a) zostaªy unormowane w taki sposób, aby I∞a0dGt(a) = 1, I∞a0dHt(a) = 1,
gdzie I jest aproksymacj¡ operatora caªkowania. Przyj¦li±my a0 = −4σA. Warto±¢
parametru a1 zostaªa dobrana w taki sposób, aby Ia1a0 dG(a) > 1−0.001, gdzie dG(a)
jest rozkªadem indywidualnej produktywno±ci w stanie ustalonym. �¡czna liczba
zmiennych losowych wprowadzonych przez zastosowan¡ procedur¦ numeryczn¡ jest
rz¦du 7× 2×N = 280 (dla siedmiu funkcji modelu konieczne jest ±ledzenie warto±ci
funkcji w w¦zªach oraz wag aproksymacji). Wprowadzenie takiej liczby zmiennych
nie wi¡»e si¦ z istotnym wzrostem czasu koniecznego do rozwi¡zania modelu tym
samym w ramach opisanej procedury numerycznej mo»liwe jest rozwi¡zanie modeli
znacznie bardziej ogólnych.

4 Parametryzacja

Model kalibrujemy w taki sposób by jak najlepiej odzwierciedlaª stacjonarne i cy-
kliczne wªasno±ci gospodarki ameryka«skiej. Prezentujemy dwie alternatywne ka-
libracje ró»ni¡ce si¦ interpretacj¡ zmiennych Nt i Ut. W modelu 1 oznaczaj¡ one
odpowiednio zatrudnienie i brak zatrudnienia (a wi¦c zarówno bierno±¢ zawodow¡
jak i rzeczywiste bezrobocie). W modelu 2 z naszego horyzontu zainteresowania wy-
kluczamy osoby bierne, tak »e Ut mo»na intepretowa¢ bezpo±rednio jako bezrobocie
(wraz z osobami póª-zwi¡zanymi z rynkiem pracy) przy niezmienionej interpreta-
cji zmiennej Nt jako zatrudnienia (por. Jones i Riddell (1999)). W konsekwencji
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odpowiednie warto±ci stacjonarne obu zmiennych wynosz¡ w modelu 1: Nss = 0.7
i Uss = 0.3 oraz w modelu 2: Nss = 0.9 i Uss = 0.1. Parametrem kalibruj¡-
cym te wielko±ci jest produktywno±¢ wytwarzania dóbr w gospodarstwie domowym
wynosz¡ca odpowiednio b = 0.68 i b = 0.88. Jest to powy»ej warto±¢ tego para-
metru zaproponowanej przez Shimera(2005) na poziomie b = 0.4, która odpowiada
jednak raczej zakresowi transferów pieni¦»nych otrzymywanych przez osoby bezro-
botne pomijaj¡c dodatkowe korzy±ci z czasu wolnego. Jednocze±nie tylko w modelu
2 skalibrowana wielko±¢ odpowiada górnej granicy wyznaczonej przez Hagedorna i
Maniovskiego (2008) na poziomie 0.9. Parametry jedynego zagregowanego procesu
stochastycznego w modelu tj. At dobrali±my tak, aby zmienno±¢ produktu w cyklu
koniunkturalnym odpowiadaªa zmienno±ci zaobserwowanej empirycznie dla USA.
I tak autokorelacj¦ zagregowanego procesu technologicznego ustalili±my na pozio-
mie ρA = 0.9, za± odchylenie standardowe innowacji technologicznych na poziomie
σY = 0.007 tj. identycznym jak ten zasugerowany przez Hagedorna i Manovskiego
(2008). Stacjonarna warto±¢ produktu Yss = 1 zostaªa skalibrowana poprzez odpo-
wiednie ustalenie warto±ci oczekiwanej procesu technologicznego µA = −0.08 lub
µA = −0.06 w modelach 1 i 2. Z kolei, stopa deprecjacji kapitaªu trwaªego δ = 0.025
oraz subiektywna stopa dyskonta β = 0.99 zostaªy ustalone na standardowym w
literaturze poziomie. Bilans rachunków narodowych dopeªniaj¡ wydatki �rm na
wakaty, które za pomoc¡ parametru ϖ = 0.08 (model 1) lub ϖ = 0.1 (model 2)
zostaªy skalibrowane do poziomu ϖ × Vss = 0.01. Podstawowym mechanizmem
rozpatrywanym w modelu jest poszukiwanie pracy przez osoby pracuj¡ce. Za wªa-
sno±ci tego procesu odpowiadaj¡ przede wszystkim parametry funkcji kosztów po-
szukiwania pracy cjt (x) dla j ∈ {E,U}. I tak parametr cUα = 0.02 (model 1) lub
cUα = 0.01 (model 2) ustalamy w taki sposób aby w stanie stacjonarnym wysiªek
poszukiwania pracy przez bezrobotnych byª znormalizowany do jedynki (ess = 1).
Z kolei parametr cEα = 0.06 (model 1) lub cEα = 0.01 (model 2) wyznacza prawdo-
podobie«stwo zmiany pracy przez osob¦ pracuj¡c¡ na 2.5proc. Stopa egzogenicznej
destrukcji miejsc pracy jest ustalona na znanym z literatury poziomie ρ = 0.04.
Kwartalne prawdopodobie«stwo zapeªnienia wakatu Φss skalibrowano, za pomoc¡
parametru Υ = 0.9 (model 1) lub Υ = 0.6 (model 2), na poziomie 0.9, odpowia-
daj¡cym przeci¦tnej dªugo±ci wystawiania wakatu wynosz¡cej okoªo 45 dni. Drug¡
grup¦ parametrów stanowi¡ elastyczno±ci. Mi¦dzyokresow¡ elastyczno±¢ substytucji
konsumpcji ustalamy na nieco ni»szym ni» zwyczajowo przyjmowany w literaturze
poziomie σ = 1.8. Udziaª pracy w produkcie standardowo wynosi α = 0.36. Z ko-
lei parametr µ decyduj¡cy o elastyczno±ci liczby tworzonej miejsc pracy wzgl¦dem
liczby jej ofert ustalamy na poziomie µ = 0.7. Kluczowym parametrem decyduj¡cym
w modelach poszukiwa« i dopasowa« o zmienno±ci bezrobocia jest siªa przetargowa
pracowników i bezrobotnych w negocjacjach placowych ν. Ró»nicujemy j¡ mi¦dzy
oboma modelami kalibruj¡c ich wªasno±ci cykliczne. I tak ν = 0.55 w modelu 1 oraz
ν = 0.45 w modelu 2. Drugim parametrem maj¡cym wpªyw na zmienno±¢ bezrobo-
cia i wakatów jest wypukªo±¢ funkcji kosztu poszukiwania pracy przez bezrobotnych
i pracuj¡cych, które ustalamy odpowiednio na poziomie cUβ = 1.8 i cEβ = 1.6 w mo-

delu 1 oraz cUβ = 1.55 i cEβ = 1.58 w modelu 2. Zmienno±¢ indywidualnych szoków
produktywno±ci jest znacznie wi¦ksza σA = 0.5.
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5 Wªasno±ci

Podobnie jak inni autorzy zajmuj¡cy si¦ zagadnieniem on-the-job search i endoge-
nicznej destrukcji miejsc pracy przedstawienie wªasno±ci modelu rozpoczynamy od
analizy zachowania si¦ gªównych agregatów w cyklu koniunkturalnym. W±ród obu
rozpatrywanych kalibracji nieco lepiej sprawdza si¦ Model 2, w którym zarówno
zmienno±¢ wakatów jak i bezrobocia niemal odpowiadaj¡ obserwacjom (por. tablica
2). Dzieje si¦ tak dlatego, »e w wypadku modelu 1, zasób osób bezrobotnych jest
relatywnie du»y, a przez to szansa znalezienia pracy przez ka»dego z nich jest ni»sza,
co zmniejsza ich skªonno±¢ do zmiany intensywno±ci poszukiwania pracy w reakacji
na szoki technologiczne. W konsekwencji lepsz¡ interpretacj¡ zmiennej Ut w modelu
1 jest raczej 'brak zatrudnienia' tj. kombinacja bezrobocia i bierno±ci zawodowej.
Zmienno±¢ tego agregatu w danych jest odpowiednio ni»sza. Model 2 znacznie lepiej
od modelu 1 odzwierciedla tak»e struktur¦ czasow¡ korelacji bezrobocia z wakatami,
cechuj¡c si¦ w szczególno±ci blisk¡ rzeczywisto±ci krzyw¡ Beveridge'a (por. tablica
3). Cecha ta wi¡»e si¦ z podobnie dobrym zachowaniem si¦ korelacji obu wielko±ci z
produktem, widocznym w obu modelach, lecz zwªaszcza w modelu 2. Tym samym
tak»e wspóªczynnik zwarto±ci rynku pracy θt zachowuje si¦ w modelu w zgodzie z
obserwacjami. Powodem dla, którego model dobrze odzwierciedla te prawidªowo±ci
jest wspóªwyst¦powanie na rynku pracowników poszukuj¡cych prac¦ i osób bezro-
botnych. W odpowiedzi na dodatni szok technologiczny zwi¦ksza si¦ intensywno±¢
poszukiwa« obu grup. Poniewa» jednak bezrobocie maleje w wyniku zapeªniaj¡cych
si¦ wakatów, caªkowita liczba ofert pracy mo»e by¢ acykliczna lub wr¦cz antycy-
kliczna.

Obie przedstawione kalibracje wspóªdziel¡ z wieloma innymi modelami dopaso-
wa« i poszukiwa« zbyt nisk¡ zmienno±¢ wynagrodze« w porównaniu z obserwacjami,
a jednocze±nie nie adekwatn¡ struktur¦ korelacji czasowej produktem - o ile bie»¡ca
korelacja odchylenia pªac i produktu od trendu jest porównywalna w modelu do
danych, to ju» korelacje opó¹nione ró»ni¡ si¦ do±¢ znacznie. Warto jednak pod-
kre±li¢, »e jedynym ¹ródªem waha« cyklicznych rozpatrywanych w modelu s¡ szoki
technologiczne, co w rzeczywistej gospodarce mo»e nie mie¢ miejsca. Dobrymi wªa-
sno±ciami empirycznymi model w obu rozpatrywanych specy�kacjach odznacza si¦
natomiast w zakresie odzwierciedlenia cyklicznych wªasno±ci udziaªu wynagrodzenia
pracy w produkcie i produktywno±ci. W obu wypadkach dopasowanie jest jednak
gorsze ni» dla bezrobocia i zatrudnienia, co jest spowodowane gorszym zachowa-
niem si¦ modelu w obszarze pªac a w pierwszej z rozpatrywanych specy�kacji tak»e
zatrudnienia. Na koniec warto podkre±li¢, »e model umo»liwia odzwierciedlenie em-
pirycznego rozkªadu pªac, jednak analiza jego cyklicznych wªasno±ci w tym zakresie
jest utrudniona ze wzgl¦du na nisk¡ rozdzielczo±¢ danych empirycznych o zachowa-
niu si¦ relatywnych wynagrodze« w kolejnych decylach dochodowych w przekroju
cyklu koniunkturalnego. Poniewa» naszym gªównym celem byªo zaprezentowanie
metody wprowadzenia heterogenizacji ex-post w obr¦b modeli DSGE rozwi¡zywa-
nych metod¡ perturbacyjn¡, a nie analiza cyklicznych wªasno±ci rozkªadu pªac w
gospodarce to zagadnienie pozostawiamy do dalszych bada«.
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Tablica 1: Parametryzacja modeli 1 i 2

Nazwa Warto±¢ Warto±¢ Kalibrowana Interpretacja
parametru Model1 Model2 Zmienna parametru

µA -0.08 -0.06 Yss = 1.000 ±rednia wart. szoku techn
δ 0.025 0.025 Iss = 0.25 stopa deprecjacji
ϖ 0.08 0.10 ϖ × Vss = 0.010 koszt wakatu
β 0.99 0.99 rss = 0.04 subiektywna stopa dyskonta
b 0.68 0.88 Nss = {0.7, 0.9}, efekt. produkcji domowej
cUα 0.02 0.01 ess = 1 koszt poszukiwa« przez bezrobotnych
cEα 0.06 0.01 ΨOJS

ss = 0.025 koszt poszukiwa« przez pracuj¡cych
ρ 0.04 0.04 - egzogen. destr. miejsc pracy
Υ 0.90 0.60 Φss = 0.900 efekt. zapeªniania wakatów
σ 1.8 1.8 - mi¦dzyokr. elast. subst.kons.
α 0.36 0.36 - elastyczno±¢ Y wzgl. K
ν 0.55 0.45 - siªa przetargowa bezrobotnych
µ 0.7 0.7 - elast. M wzgl. O
cUβ 1.8 1.55 - wyp. kosztu poszuk. bezrobotnych
cEβ 1.6 1.58 - wyp. kosztu poszuk. pracuj¡cych

ρY 0.9 0.9 - autokorel procesu techn.
σY 0.007 0.007 - odch. std. szoku techn
σA 0.5 0.5 - odch. std. indywid. szoku

Tablica 2: Podstawowe wªasno±ci cykliczne modeli 1 i 2 na tle statystyk dla USA

USA Model1 Model2
Zmienna σX σX/Y σX σX/Y σX σX/Y

Produkt 0.013 1.000 0.018 1.000 0.016 1.000
Konsumpcja 0.008 0.580 0.012 0.654 0.010 0.635
Inwestycje 0.044 3.466 0.040 2.267 0.033 2.052
Pracuj¡cy 0.009 0.687 0.016 0.889 0.013 0.792
Bezrobotni 0.121 9.568 0.037 2.074 0.114 7.132
Wakaty 0.111 8.840 0.124 7.016 0.131 8.186
Wynagrodzenia 0.007 0.702 0.003 0.144 0.002 0.130
Udziaª pracy 0.003 0.231 0.002 0.095 0.002 0.126
Produktywno±¢ 0.005 0.400 0.004 0.231 0.004 0.252
Hazard N-N 0.000 1.750 0.158 8.928 0.193 12.103
Hazard N-U 0.016 7.320 0.113 6.384 0.103 6.444
Hazard U-N 0.068 0.000 0.132 7.452 0.183 11.461

Tablica 3: Czasowa struktura korelacyjna typu lead-lag bezrobocia wakatami (ρ(Xt, Vt+τ ))
w moedlu 1, modelu 2 oraz danymi US (italic)

Opó¹nienie (τ)
Zmienna -3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Bezrobotni Ut

Model1 -0.83 -0.88 -0.79 -0.60 -0.37 -0.15 0.03
Model2 -0.82 -0.94 -0.92 -0.76 -0.55 -0.32 -0.12
US -0.35 -0.60 -0.81 -0.92 -0.89 -0.73 -0.49
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Tablica 4: Czasowa struktura korelacyjna typu lead-lag gªównych zmiennych makroeko-
nomicznych z produktem (ρ(Xt, Yt+τ )) w modelach 1 i 2 oraz w danych US (italic)

Opó¹nienie (τ)
Zmienna -3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Produkt Yt

Model11 0.55 0.77 0.94 1.00 0.94 0.77 0.55
Model12 0.49 0.74 0.93 1.00 0.93 0.74 0.49

US 0.46 0.73 0.92 1.00 0.92 0.73 0.46

Konsumpcja Ct

Model1 0.30 0.54 0.76 0.92 0.99 0.95 0.83
Model2 0.34 0.60 0.82 0.96 0.98 0.88 0.70
US -0.20 -0.13 -0.03 0.05 0.10 0.13 0.14

Inwestycje It

Model1 0.71 0.88 0.96 0.91 0.71 0.43 0.15
Model2 0.64 0.85 0.97 0.94 0.76 0.48 0.18
US 0.45 0.71 0.90 0.95 0.83 0.56 0.22

Pracuj¡cy Nt

Model1 0.43 0.67 0.86 0.98 0.98 0.88 0.71
Model2 0.83 0.88 0.79 0.60 0.37 0.15 -0.03
US 0.18 0.44 0.68 0.86 0.94 0.88 0.73

Bezrobotni Ut

Model1 -0.43 -0.67 -0.86 -0.98 -0.98 -0.88 -0.71
Model2 -0.41 -0.66 -0.87 -0.99 -0.97 -0.83 -0.63
US -0.28 -0.53 -0.75 -0.88 -0.90 -0.80 -0.61

Wakaty Vt

Model1 -0.18 -0.03 0.17 0.44 0.71 0.89 0.91
Model2 0.00 0.18 0.41 0.67 0.88 0.97 0.90
US 0.35 0.60 0.81 0.90 0.84 0.66 0.40

Wynagrodzenia Wt

Model1 0.66 0.70 0.62 0.41 0.09 -0.25 -0.52
Model2 0.63 0.84 0.97 0.94 0.76 0.47 0.18
US -0.77 -0.51 0.19 0.71 0.47 0.01 -0.27

Produktywno±¢ LPt

Model1 -0.70 -0.82 -0.85 -0.76 -0.53 -0.22 0.11
Model2 -0.67 -0.81 -0.86 -0.75 -0.49 -0.14 0.20
US -0.31 -0.29 -0.27 -0.20 0.33 0.51 0.43

Udziaª pracy LSt

Model1 0.70 0.77 0.74 0.57 0.28 -0.07 -0.37
Model2 0.66 0.84 0.93 0.87 0.64 0.31 -0.01
US - - - - - - -

Hazard N-N
Model1 -0.10 0.06 0.27 0.53 0.77 0.92 0.91
Model2 0.15 0.36 0.59 0.81 0.96 0.97 0.83
US - - - - - - -

Hazard N-U
Model1 -0.57 -0.57 -0.47 -0.26 0.06 0.40 0.66
Model2 -0.51 -0.51 -0.41 -0.18 0.17 0.51 0.76
US 0.43 0.36 -0.31 -0.64 -0.11 0.26 0.24

Hazard U-N
Model1 -0.38 -0.29 -0.12 0.14 0.44 0.72 0.90
Model2 -0.15 0.02 0.24 0.51 0.78 0.95 0.99
US -0.57 -0.52 0.15 0.87 0.61 -0.22 -0.62
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Rysunek 1: Funkcje reakcji na szok technologiczny gªównych agregatów ma-
kroekonomicznych w modelu 1 (linia ci¡gªa) i modelu 2 (linia przerywana)
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Rysunek 2: Funkcje reakcji na szok technologiczny gªównych agregatów rynku
pracy w modelu 1 (linia ci¡gªa) i modelu 2 (linia przerywana)
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6 Podsumowanie

W niniejszym artykule konstruujemy dynamiczny, stochastyczy model równowagi
ogólnej wyposa»ony w nietrywialn¡ heterogenizacj¦ ex-post podmiotów ekonomicz-
nych. Proponujemy sposób pokonania dwóch podstawowych barier jakie utrudniaj¡
uwzgl¦dnianie szoków idiosynkratycznych w ramach metodologii DSGE. Pierwsz¡ z
nich jest konieczno±¢ wyznaczenia warunkowych warto±ci oczekiwanych zªo»onych
wyra»e« algebraicznych przy niestandardowych rozkªadach prawdopodobie«stwa.
Drug¡ ci¡gªy charakter przestrzeni na której okre±lone s¡ odpowiednie funkcje warto-
±ci i polityki tj. np. niewyst¦powanie w modelu jednej pªacy tylko peªnego rozkªadu
wynagrodze« osób o ró»nych indywidualnych poziomach produktywno±ci. Proponu-
jemy algorytm rozwiazywania, w którym wszystkie zale»ne od idiosynkratycznych
zaburze« funkcje s¡ aproksymowane wielomianami Chebyszewa, a ich warto±ci ocze-
kiwane wzgl¦dem odpowiednich rozkªadów prawdopodobie«stwa obliczane s¡ nume-
rycznie. Pozwala to na zredukowanie równa« de�niuj¡cych odpowiednie problemy
decyzyjne do sko«czonego zbioru zmiennych losowych, a tym samym umo»liwia roz-
wi¡zanie caªego modelu klasyczn¡ metod¡ perturbacyjn¡ Judda (1993). Od strony
empirycznej artykuª wpisuje si¦ w dyskusj¦ wokóª potencjaªu modeli poszukiwa« i
dopasowa« do odzwierciedlenia podstawowych wªasno±ci cyklicznych rynku pracy.
W modelu zmienno±¢ zarówno wakatów jak i bezrobocia odpowiada obserwacjom.
Model dobrze odzwierciedla tak»e struktur¦ czasow¡ korelacji bezrobocia z waka-
tami, cechuj¡c si¦ w szczególno±ci blisk¡ rzeczywisto±ci krzyw¡ Beveridge'a. Cecha
ta wi¡»e si¦ z podobnie dobrym zachowaniem si¦ korelacji obu wielko±ci z produktem.
Podobnie dobrze zachowuje si¦ w nim wspóªczynnik zwarto±ci rynku pracy, produk-
tywno±¢ pracy i udziaª pracy w produkcie. W tym ostatnim wypadku dopasowanie
modelu do danych jest nieco gorsze ze wzgl¦du na wspóªdzielon¡ z innymi mode-
lami poszukiwa« i dopasowa« ograniczon¡ zdolno±¢ do odzwierciedlenia zmienno±ci
pªac w przekroju cyklu koniunkturalnego. Jednocze±nie jednak model inkorporuje
empirycznie poprawny rozkªad pªac stwarzaj¡c platform¦ do teoretycznej analizy ta-
kich zagadnie« instytucjonalnych zwi¡zanych z zakresem nierówno±ci w gospodarce
jak zwi¡zek mi¦dzy pªac¡ minimaln¡ i bezrobociem, wpªyw progresji podatkowej na
poda» pracy i kapitaªu czy zmienno±¢ nierówno±ci dochodowych w czasie.
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